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  الثانيةالثانيةالمحاضرة المحاضرة 
 لإنتـاج )B,A(تقـوم إحـدى المؤسـسات الإنتاجـية بتصنيـع نوعـين من لعـب الأطـفال  :مثـالمثـال

من مادة البلاسـتيك ) 2(يتطـلب استعـمال وحـدتي قـياس) A(الوحـدة الواحـدة من النـوع الأول
ة الواحدة  ساعات عـمل بينـما تتطـلب الوحـد3كمـادة أوليـة ، كما أنها تستغـرق في ورشـة التصنيـع 

 ساعات عمـل 6وحـدة قـياس واحدة من المـادة الأوليـة البلاسـتيك ، وتستغـرق ) B(من النـوع 
 وحـدة قـياس خـلال السنـة من المـادة 1000بورشـة التصنـيع ، تتـوقع المؤسـسة أن تتحـصل على 

ة التصنـيع المتاحـة الأوليـة البلاسـتيك المخـصصة لإنتـاج هذه المنتجـات ، كما أن طاقـة ورشـ
 .  ساعـة عـمل 2400خـلال هـذه الفتـرة هي 

للوحدة من النوع الأول )  وحـدة نقـدية20(تقـدر المؤسـسة أن تحـقـق ربحا صافيا قـدره 
)A (و)(من النـوع الثـاني)  وحـدة نقـدية30B(.  

  : المطلـوب
  .صيـاغـة المشكـلة في نمـوذج مسـألة البرمجـة الخـطية -1
 .ديد التشكـيلة الإنتاجـية المثلى من النوعـين لتحقـيق أقصى ربـح ممكـنتحـ -2

  :حـل المسـألة 
 فإنها أيضا يمكن استخدامها (A)يتضـح أن هـذه المـوارد كما يمكـن استعمـالها في إنتـاج النـوع 

رط الأسـاسي وهذا هو الشـ. فهي بذلك متعـددة الاستخدامات (B)في الوقت نفـسه لإنتاج النـوع الثـاني
 .والمهـم في البرمجة الخطـية وبدونه لا يمكن حل هـذه المسائـل بطرق البرمجـة الخـطيـة

 : ولصياغـة المسـألة في شكـل نمـوذج رياضي لا بـد مـن إعطـاء بعـض الرمـوز كما يلي  

  ).A(لعـدد الوحـدات التي يمكـن أن تنتجـها المؤسـسة من النـوع ) X(نرمـز بـ 
  ) B(لعـدد الوحـدات التي يمكـن أن تنتجـها أيضا من النـوع ) Y(ـز وبالرم

  .لقيـمة الأربـاح الممكـن تحقـيقها ) Z(و بالـرمـز 
النا هذا يتمثل ـادلة التي تعـبر عن الهـدف المـراد تحـقـيقه ، وفي مثـوهي المع :  دالـة الهـدف دالـة الهـدف––أ أ 

 وحدة نقدية 20 هو(A)  الوحـدة الواحـدة من النـوعالهـدف في تعـظيم الأربـاح ، فإذا كـان الربـح في
وحدة نقـدية ،  X20وع هو ـذا النـ من ههاجـانتمكـن إ تحـقيقه من الوحـدات الملمحت، فإن الربح الم

تـوقع  وحـدة نقـدية ، فإن الربـح الم30هو (B)وإذا كـان الـربـح في الوحـدة الواحـدة من النـوع
ة ـون دالـه تكـوعليوحـدة نقـدية ،  Y30وع هوـمن هذا النـها جانتمكـن إدات المـقه من الوحـتحـقي

  Z = 20X + 30Y [MAX] :دف هي ـاله
عن ظـروف أو شـروط المسـألة  رـات التي تعـبـادلات أو المتراجحـهي المعالقـيود  :: القـيـود  القـيـود --بب
ي تالفإن هذه الشـروط النا ـ مثفيواخـتيار أفضـل الحـلول ، أما رار ـاذ القـوف يتم اتخـوفي ظلها س، 
    :التاليـة ود ـيـ القيات هـحـدد تشكـيلة المنتجت

  3X + 6 Υ ≤  2400        :قـيـد سـاعـات العمـل  
 ساعات عـمل في 3تتطلب  (A)تعني هذه المتراجحـة أنه إذا كانت كل وحـدة واحدة من النـوع الأول

ي يمكـن إنتـاجـها من هذا النـوع سـوف يستغـرق في الورشـة ، فإن عـدد الوحـدات الإجـمالية الت
سـاعـة عـمل  وكذلك الأمـر بالنسـبة للنـوع الثـاني الذي يستغـرق في هذه ) 3X(ورشـة التصنـيع 

سـاعة عـمل ، وبالتـالي فـإنه لإنتـاج النوعـين معـا يجـب أن لا تتجـاوز ) 6Y(الورشـة زمن قدره 
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 ساعـة عـمل وهي طاقـة ورشـة التصنـيع أو أقصى ساعات العمل 2400سـاعات العـمل الإجمـالية 
  .المخـصصة في هذه الورشـة لتصنـيع كلا النوعـين من لعـب الأطفـال 

  2X + Υ ≤ 1000       :قـيـد المـادة الأوليـة  
من النوعين يشـير هـذا القـيد أن الكميـات المستهلكة من المـادة الأولية البلاستـيك لإنتـاج أي تشكـيلة 

إذا كانت ف )  وحدة قياس1000(يجب أن لا تتجـاوز الكميات المتاحة لدى المؤسسة من هذه المادة وهي 
دد ـفإن ع،  البلاسـتيكادة ـ من موحـدة قيـاس 2 تتطلب) A(الأول  عوـدة من النـدة الواحـالوح

 من هذه المـادة  وحدة قيـاس) 2X(هلكـوف تستـ سعوـمن هذا النالممكن إنتاجـها الوحدات الإجمالية 
عن كل وحـدة يمكـن إنتاجـها وحـدة قيـاس مل ـالذي يستع) B(الثـاني عوـبة للنـبالنسالأمـر وكذلك 

 وحـدة ، )Y(عـند إنتـاج ة ـادة الأوليـ من الموحـدة قيـاس) 1Y(واحـدة ، فإنـه سـوف يستهـلك
 لا يتجـاوز الكمـيات المتاحـة من هـذه المـادة ـين يجـب أنعاج أي كـمية من النوـه لإنتـه فانـوعلي

  .وحـدة قيـاس  1000وهي 
     Υ≥0   و   X≥0       )الايجـابيـة( قـيـد عـدم السلـبية –ج  

يجـب أن لا تكـون سالبـة لأن ذلك ليـس ) Bو A(والذي يعني أن عـدد الوحدات المنتجـة من النوعـين
  . له أي معـنى اقـتصادي 

للوصـول إلى صيـاغة النمـوذج ) أ، ب، ج(لأسـاس يمكـن جـمع النقـاط السابقـة وعلى هـذا ا
  : الـرياضي للمسـألة على النحـو التـالي 

  
  
  
  
  

أن العلاقـات التي تربـط بين المتغـيرات في المسـألة هي علاقـات خـطية بحـيث لا يمكـن أن العلاقـات التي تربـط بين المتغـيرات في المسـألة هي علاقـات خـطية بحـيث لا يمكـن : : ملاحـظة ملاحـظة 
العلاقـات التـاليـة على سبيل المثـال العلاقـات التـاليـة على سبيل المثـال ) ) ـة الخطـيةـة الخطـيةمسائـل البرمجمسائـل البرمج((أن تظهـر في مثـل هذه المسائـل أن تظهـر في مثـل هذه المسائـل 

::  LLnnΥΥ  ,,LLooggXX  ,,ΥΥ22  ,,XXΥΥ  …………  الخالخ . .  
  .والآن وبعد بنـاء النموذج الريـاضي نشرع في حل هذه المسألة بالطرق المذكورة سابقا

   طـريقـة الرسـم البيـاني طـريقـة الرسـم البيـاني طـريقـة الرسـم البيـاني : : : أولا أولا أولا 
  متعـامد ومتجـانس لمعلمستـوى منسـوبتتمثـل هـذه الطريقـة في رسـم مخـتلف القـيود في م
ل ـم معادلات القيود على محـوري الفواصـانطلاقاً من الشـكل المعـياري للمسألة ، ثم إسقـاط ورس

  .د المتغـيرين يـساوي الصفـر لنحـدد قـيمة المتـغـيـر الآخـرـفي كل مرة نجعل أح،  يبـوالترات
  :ففي مثـالـنا السـابـق وانطـلاقـا من القـيـديـن التالييـن 

3X + 6Y ≤ 2400 -----------------------(01)  
2X +   Y ≤ 1000 -----------------------(02) 

   :                ∆1بالنـسبة للقـيـد الأول  -
  :التالي نعوض هذه القـيمة في المتراجحـة الأولى على النحـو   (X = 0)نفرض أن

3(0) + 6Y ≤ 2400   Y ≤ (2400/6)   Y ≤ 400 Y∈[0     400] 

[MAX] Z = 20X + 30Y 
3X + 6Y ≤ 2400 
2X + Y ≤ 1000 

X ≥ 0 
Υ ≥ 0
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  فإننا سنتحصل على  (Y = 0) ولما نضـع المتغـير الآخـر معـدوم
3X +6(0)  ≤ 2400  X ≤ (2400/3)   X ≤ 800 X∈[0    800]  

بيانيا هي  (800,400)≥(X,Y)الثنائياتمما سبق يمكننا القول أن حلول هذه المتراجحة أو المتباينة هي جميع 
  .ه ـما دونو ∆1 النقـاط التي تقـع على المستقـيم

   :               ∆2بالنـسبة للقـيـد الأول  أما  -
  :نعـوض هذه القـيمة في المتراجحـة الأولى على النحـو التالي   (X = 0)نفـرض أن

2(0)+Y ≤ 1000   Y ≤ 1000 Y∈[0    1000]  
  :فإننـا سنتحـصل على  (Y = 0) تغـير الثـاني يسـاوي الصفـربينما عـندما نضع الم

2X + 0  ≤ 1000  X ≤ (1000/2)   X ≤ 500 X∈[0    500]  
 وبيانيا هي النقـاط (500,1000)≥(X,Y)الثنائياتمما سبـق نقول أن حـلول هـذه المتراجحـة هي جـميع 

  .ه ـوما دون ∆2 التي تقـع على المستقـيم
  :في الجدول التالي ) 2(و) 1( يمكـن تلخـيص حـلول جـملة المتراجحتين مما سبـق فإنه

 X = 0 Y = 0 القــيود
3X + 6Y ≤ 2400  Y ≤ 400 X ≤ 800 
2X +   Y ≤ 1000 Y ≤ 1000 X ≤ 500 
 Y* ≤ 400 X* ≤ 500 الحلول المشتـرآة

  : ويمكـن تمثيـل هـذه الحـلول بيانيـا في الشكـل المـوالي
حيث أن أي ،  بمنطـقة أو مساحة الحلول الممكنة (C,B,A,O) المساحـة المحصورة بين النقـاط ينسم

 حل أمثل أي منها ولتحديد، لى ـمثكلها حلولا ست ـلاً للمسألة لكنها ليـمن هذه المنطـقة تعطي حضنقـطة 
  .مساحة الحلول الممكنة أو أطراف حدود الختلف نقاط نقـوم بمقارنة قيمة دالة الهدف عند م

  :دفـ تكـون قـيمة دالة الهY = 400 و X = 0يث ـح )A( عـند النقـطة – 1
Z  = 20(0)  + 30(400)  = 12000 

  :ود ـيـيمة القـون قـوتك
  2400 = (400)6 + (0)3   :                  قـيد ساعـات العــمل

  400 = (400)1 + (0)2      :              ـةقـيد المـادة الأوليـ

1000 

400 

B

C

Y 

X 
500 800O 

1∆ 

A 

400  

2∆  

002  



  رياضيات المؤسسة 

 
2013/2014 الجامعيالموسم   

 وحـدة من النوع الثاني فقط ، فإن هذا 400 الملاحظ أنه عند هـذه النقـطة ، أي فيما لو تنتـج المؤسسة 
لة ـير مستغـغ سيؤدي حتما لاستغـلال كامـل لساعـات العـمل ، أما بالنسـبة للمـادة الأوليـة فإنها

  .تاج كـميات إضـافـيةـلالها في إنـ بإمكان استغوحـدة قيـاس 600 منهاقى ـيببل ماما ـت
  :دفـ تكون قــيمة دالة الهY = 200 و X = 400يث ـ ح)B( عـند النقـطة– 2

Z  = 20(400)  + 30(200)  = 14000 
  :وتكـون قـيـمة القـيـود 

  2400  = (200)6 + (400)3   :                قـيد ساعـات العــمل
  1000  = (200)1 + (400)2:                 المـادة الأوليــةقـيد 

وأن قيـمة دالـة امل ـون كل الموارد المخـصصة قـد استغـلت بالكـالملاحـظ أنه عنـد هذه النقـطة تك
  .الهـدف أفضـل من الحـل السـابق

   :دف هيـ فإن قــيمة دالة الهY = 0 و X = 500يث ـح )C( عـند النقـطة– 3
Z  = 20(500)  + 30(0)  = 10000 

  : ة هي ـون الموارد المستهلكـوتك
  ) لةـير مستغـاعة غـ  س900قى منها ـوتب(  1500= (0)6 + (500)3 ملـات العـبة لساعـبالنس

  ). فهي مستغـلـة تماما(       1000 = (0)1 + (500)2 ةـادة الأوليـأما الم
  :عنـدها فإن قـيمة دالـة الهـدف Y = 0 و X = 0يث ـ ح(O) عـند النقـطة – 4

Z  = 20(0) + 30(0)  = 0  
  :يود ـوتكون قـيمة الق

  0  = (0)6 + (0)3   :                           قـيد ساعـات العــمل 
  0  = (0)1 + (0)2  :                          قـيد المـادة الأوليــة 

نلجأ إليه للانطـلاق في عمليـة تحـسين الحـل اعدي ـأو القيسمى الحل عنـد هذه النقـطة بالحـل المبدئي 
  .نى ـس له أي معـولكن من الناحـية الاقـتصادية لي، 

  :يمكن تلخـيص نتائـج الحـل حـسب طريقـة الرسـم البيـاني في الجـدول التـالي 
 قيمة دالة الهدف قـيد المادة الأولية قـيد ساعات العمل الحلول الممكـنة

 12000  مستغلة فقط400  مستغلة تماماX= 0  400= Y 2400  (A)النقطة

 14000  مستغلة تماما1000  مستغلة تماماX= 400 200= Y  2400 (B)نقطةلا

 10000  مستغلة تماما1000  مستغلة فقطX= 500    0= Y 1500 (C)النقطة

 00 مستغلة غير  1000  غير مستغلة X= 0    0= Y 2400    (O)النقطة

 حيث B(400,200)طة ـ يتضح وأن الحل الأمثل يكون عند النقC,B,A,O قارنة الحلول المختلفة عند النقاطبم
قق المؤسـسة أقصى ربح وقدره ـ وتح(B) النوع  وحدة من200و (A) النوع وحدة من400 إنتاج كنيم

  .الأوليـةساعات العمل والمادة احة ـ للموارد المتالكامل وحدة نقـدية مع الاستـغلال 14000
 


