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أحمد الشنتورى                                                           a_shantory2007@yahoo.com


المصفوفات 
تعريف المصفوفة : 
          هي طريقة تنظيم للبيانات أو المعلومات في شكل صفوف ( أفقية ) وأعمدة (رأسية) توضع بين 
           قوسين من النوع 
نظم المصفوفة : 

إذا كان عدد صفوف المصفوفة = م  ، عدد الأعمدة = ن  
                                   تكون المصفوفة علي النظم م × ن    

  فمثلاً : 

 

 ا =                              ،  ب =                        ،  ج   =                            

 المصفوفة ا علي النظم ۲ × 3   ، المصفوفة ب علي النظم ۲ ×۲  ، ج علي النظم 1 ×3    
تسمية المصفوفة : نرمز للمصفوفة بأي حرف كبير ( ا ،  ب ،  ج  ،  0000 )    
مثال : 
       محلان لبيع الأدوات الكهربية في أحد الأيام باع المحل الأول 5 خلاطات ، 6 مراوح ، 3 ثلاجات 

       و باع المحل الثاني 4 خلاطات ، 9 مراوح ، 3 ثلاجات أكتب مصفوفة المبيعات س علي النظم 
         ۲×3 

الحلــــــــــ                 
	خلاطات
	مراوح
	ثلاجات

	المحل الأول
	5
	6
	3

	المحل الثانى
	4
	9
	3


         وتكون المصفوفة كالآتى : 

                  
        سس   =                              
 موقع العناصر في المصفوفة : 

  ـ في المصفوفة  ا يكون العنصر (   ا ص ع   )  هو العنصر الذي يقع في الصف ص ،  العمود ع 

 مثال : إذا كانت : ا =                           أكتب نظم  ا  ثم أوجد  ا ۲1 ، ا ۲3 ، ا ۲۲ ،  ا 3 1 .. 
الحلـــــــــ
  نظم  ا هو 3 × 3     ،  ا ۲1   = 3   ، ا ۲3= 5     ، ا ۲۲= 9    ،  ا 3 1  = – ۲
* بعض المصفوفات الخاصة :    
1–  مصفوفة الصف :                                                                                                                          

             هي المصفوفة التي تتكون من صف واحد و أي عدد من الأعمدة : م = 1   

 مثل  سس =                            علي النظم  1 × 3  

۲–  مصفوفة العمود :                                                                                                                

             هي المصفوفة التي تتكون من أي عدد من الصفوف و عمود واحد فقط     : ن =1  

 
 مثل      سس =                      ،    صص =            
3–  المصفوفة المربعة : 
           هى المصفوفة التي فيها عدد الصفوف = عدد الأعمدة  : م = ن   


مثل      سس =                      مصفوفة مربعة على النظم ۲ ×۲  

        ، سص =                             مصفوفة مربعة على النظم 3 ×3 

4–  المصفوفة الصفرية : المصفوفة التي كل عناصرها أصفار : رمزها             " مستطيل صغير "    


 مثل         ۲ × 3 =                        مصفوفة صفرية على النظم   ۲ ×3                
مدوّر المصفوفة : 
   لأي مصفوفة ا علي النظم م × ن  إذا بدلنا الصفوف  بالأعمدة أو الأعمدة بالصفوف بنفس الترتيب

     فإننا نحصل علي مدور المصفوفة  [ ا ]  و رمزها ( ا مد ) و تكون علي النظم ن × م     
  ملاحظة :   ( ا مد ) مد = ا  
مثال : 
  إذا كانت ا=                      ، ب =                    ، ج =                     أوجد امد ، بمد ، ج مد   
الحلـــــــــــــــ 
          

 ا مد =                     ، ب مد =                         ، ج مد =              
تساوي مصفوفتين :      تتساوي المصفوفتان ا، ب  إذا كان :
   [1] لهما نفس النظم     
   [۲] كل عنصر في ا يساوي نظيره في ب    أي أن :  ا ص ع = ب ص ع      


مثال1 – إذا كانت                     =                        أوجد  س  ، ص  ، ع  
الحلــــــــ

   من التساوي :.   س = ۲     ،  ص = 5    ،  ع  =  4       
                                                

مثال۲ – إذا كانت                     =                       أوجد  جـ  ، ء، هـ   

الحلــــــــ

       من التساوي  :    جـ – ء = 5           [1]  
                        ،    جـ + ء = 1           [۲] 
       بجمع 1 ، ۲  ينتج :   ۲ جـ = 6                  B  جـ  = 3  
         ، بالتعويض فى [۲]   ينتج :  3 + ء = 1    B  ء = – ۲    
         ،  من التساوي   هـ  = 7   
تمارين

1 – أكتب المصفوفات الآتية : 
            (1)  المصفوفة   ا = (ا ص ع ) حيث ص = 1 ، ۲ ، 3         ،           ع = 1 ،  ۲ 

            (۲)  المصفوفة ب= ( ب ص ع ) حيث ص = 1 
                 ،           ع = 1 ،  ۲  ، 3
            (3)  المصفوفة جـ = (جـ ص ع) حيث ص = 1 ، ۲ ، 3          ،          ع = 1

۲ – إذا كانت ا  =                                 
،     ب  =                       أكمل ما يأتى : 
(1)   نظم المصفوفة ا هو 0000

          (۲)  نظم المصفوفة ب هو 0000



(3)   العنصر ا ۲1    = 0000

          (4)  العنصر ب۲3  = 0000




(5)   العنصر ا ۲۲    = 0000
                   (6)   العنصر ب11 = 0000

3 –  أنتجت ثلاث شركات س ، ص ، ع نوعين من الأقمشة فكان ما أنتجته الشركة س عبارة عن   

       1000 متر من النوع الأول ، 1۲00 متر من النوع الثاني ، و ما أنتجته الشركة ص عبارة عن 

       500 متر من النوع الأول ، 900  متر من النوع الثاني ، و ما أنتجته الشركة ع عبارة عن 

       700 متر من النوع الأول ، 400  متر من النوع الثاني ،  أكتب هذه البيانات في صورة مصفوفة 

       ( ا  ) علي النظم 3×۲  ، و أكتب أيضاً هذه البيانات في صورة مصفوفة ( ب ) علي النظم ۲×3 

4 –  محلان لبيع الملابس في أحد الأيام باع المحل الأول ۲0 قميص ، 5 بدل ، 1۲ حذاء ، 

       و باع المحل الثاني 13 قميص ، 3  بدل ، 14 حذاء ، أكتب هذه البيانات في صورة         

       مصفوفة س علي النظم ۲×3   

5 –  أوجد مدور المصفوفات الآتية : 



                                       سس =                      صص   =                             ع = 


6 – إذا كانت                            =                            فأوجد قيمتي  س ، ص  


7 –  إذا كانت                                 =                                   فأوجد س ، ص ، ع  

8 –  إثبت أنه لجميع قيم س ، ص لا يمكن أن تتحقق المساواة الأتية  


                                   =                               


9 –  إذا كانت  ا =                     ،  ب =                              

         أذكر نظم ا ، ب  ثم أوجد  ا مد ، ب مد  


10 –  إذا كانت ا =                       ،  ب =                       و كان  ب مد = ا  فأوجد  س ، ص   

11 – أوجد قيم :  س   ،   ص   ،  ع التى تجعل المصفوفتان متساويتان 

                                                          ،    
العمليات علي المصفوفات
أولاً الجمع  :

          إذا كانت  سس  ،  صص   مصفوفتين لهما نفس النظم فإن : عملية الجمع تكون ممكنة 

          ويكون ناتج الحمع عبارة عن مصفوفة لها نفس النظم وكل عنصر فيها يســــــــاوى

          ناتج جمع العنصرين المتناظرين     


مثال1: إذا كانت   سس =                   ،  صص  =                      أوجد    سس +  صص
الحلــــــــــــ 
             سس   + صص   =                                     = 
 

مثال۲  إذا كانت  ا =                 ،  ب =                      أوجد   ا+ ب مد   

الحلــــــــــــ 


  ا + ب مد =                 +                  =                       
 ملاحظة :    عملية جمع مصفوفتين ليس لهما نفس النظم غير ممكنة 

ضرب عدد حقيقى فى مصفوفة :     
      إذا كانت :  سس  مصفوفة على النظم م × ن 

      فإن : ضرب أى عدد حقيقى  ك   حيث  ك ( صفر   فى المصفوفة سس 
           هو : المصفوفة  ع  = ك  سس  من النظم م × ن
           ونحصل على المصفوفة ع بضرب العدد الحقيقى ك  فى كل عنصر نت عناصر المصفوفة سس 


فمثلاً : إذا كانت : سس =                             ،    ك  = 3 


         فإن : 
ك سس = 3                  =  
خواص عملية جمع المصفوفات :  

       بفرض أن : سس  ،  صص  ، ع  ثلاث مصفوفات من النظم  م × ن  فإن : 

[1] خاصية الإنغلاق : سس  +  صص  تكون مصفوفة من نفس النظم  م × ن  

[۲] خاصية الإبدال :  سس  +  صص  =  صص   +  سس  

[3] خاصية الدمج :  (  سس  +  صص  ) + ع  =  سس + (  صص  + ع  ) = سس  +  صص  +  ع  

[4] خاصية المحايد الجمعى : سس  +           =           + سس  =   سس         

                                        حيث :            مصفوفة صفرية من نفس نظم  سس 
[5] خاصية المعكوس " النظير " الجمعى :  
            لأى مصفوفة  سس  يوجد مصفوفة  (  –  سس ) من نفس النظم بحيث : 

                 سس  +  (  –  سس )  =           حيث :          مصفوفة صفرية من نفس نظم  سس
                  و تسمى المصفوفة (  –  سس )  المعكوس الجمعى للمصفوفة  سس   

                                     أذكر أمثلة لكل خاصية 
ثانياً الطرح  :

                 إذا كانت : المصفوفتين  سس  ،  صص    مصفوفتين على نفس النظم  م × ن  

                 فإن : سس  –   صص    =  سس  + ( –  صص  )  على نفس النظم  م × ن  


فمثلاً : إذا كانت : سس =                             ،       صص     = 


         فإن :سس  –   صص    =                  –                     =  
 
  مثال: إذا كانت   سس =                       ،  صص  =                          أوجد    3سس – ۲صص  

الحلــــــــــــ 

 3سس – ۲صص = 3                   – ۲                      =                    + 
 

                    =                                


تدريب 1 : إذا كانت   ا =                    ،  ب =                    
 أوجد المصفوفة  سس  بحيث :  ۲ ب + سس مد = 3 ا  

الحلــــــــــــــــ 
 A  ۲ب + سس مد = 3 ا        B  سس مد =   0000  –  0000  =   0000    –   0000                 

 B سس مد =                       –                           =                            
 ،  A ( سس مد ) مد = سس         B   سس =  0000                           
  
 مثال۲ : إذا كانت  ۲ ا مد +                     =                          فأوجد   ا    

الحلـــــــــ
          ۲ ا مد  =        0000             –        0000             =          0000                   
          B  ا مد  =  

          B  ا  =  

تمارين
1 – أوجد ناتج ما يأتى  :

      (1)                     +                             (۲)                            –  

۲ –  إختصر :   3                   + ۲                   –  4  

3 –  إذا كان :                   –                      =                     أوجد :  ا ، ب ، حـ ، ء 


4 –   إذا كانت  : ا =                   ،  ب =                   فأوجد المصفوفة سس بحيث :
                        3ا مد –  سس = ۲ب – 3 سس مد  

5 –   إذا كانت :   ا =                       ،  ب =                       أوجد   ا + ب   ،   ۲ ا  –  3 ب   

6–  إذا كانت ا =                               ، ب =                               

           أوجد المصفوفة س  التي تحقق العلاقة  ۲ ا + س = 3 ب     



7–  إذا كانت ا =                        ،    ب =                               فأوجد  كلا من : 
             ا + ب مد   ،  ا مد –  ب   ،   ا مد + ب مد   إن أمكن 

8–  إذا كانت سس =                            ، صص =                              

         أوجد المصفوفة ا التي تحقق العلاقة  :  ۲ ا + ص – س =               


9 –  إذا كانت :  سس + ۲ سس مد +                    =                     فأوجد المصفوفة سس 


10 –  إذا كان : سس مد –                  =                       أوجد :  سس  
        ، إذا كانت : سس  =         ۲ ×۲     أوجد  :  ا ،  ب  ،  حـ   ،  ء

11 – إذا كانت : المصفوفة                             هى المعكوس الجمعى للمصفوفة 

                      
                                                    أوجد  :  ا ،  ب  ،  حـ   

1۲ –  أوجد قيم :  س ، ص التى تحقق المعادلة :   س          +  ص            =  
13 – أوجد المصفوفة  سس  التى تحقق :
                                             سس +                            = 3 سس  + 
                          ثم أوجد ۲ سس مد 


14 – إذا كانت : سس  =                               ،                 صص    =              



                     ،  ع  =  
                     أثبت أن : ( سس + صص  ) + ع  = سس  + ( صص  + ع  ) 

ضرب المصفوفات
   إذا كانت :  سس   ،  صص    مصفوفتان      فإن  :  سس   ،  صص    تكونان قابلتين للضرب
    إذا كان عدد أعمدة المصفوفة    سس   يساوى عدد صفوف المصفوفة  صص   
    أى أن : 

             إذا كانت :  سس   مصفوفة من النظم م × ن  ،  صص   مصفوفة من النظم  ن × ل  

             فإن : حاصل الضرب  سس   ×  صص  = ع    حيث   ع   مصفوفة من النظم  م × ل  
   ملاحظة : 

                    عملية ضرب المصفوفات تكون ممكنة فى حالة واحدة فقط وهى : 
                    عدد أعمدة المصفوفة الأولى = عدد صفوف المصفوفة الثانية 


مثال1:  ا =                       ،   ب   =                         فأوجد :  ا ب    ،   ب ا 
الحلـــــــ
  

     ا ب =                                       = 


          =                                        =            

ـ لاحظ أن : ا علي النظم ۲ × 3 ، ب علي النظم 3 × ۲ ،  ا ب علي النظم ۲ × ۲ 


 ب ا =                                      =                                        =                          

مثال۲ إذا كانت : 

           ا  =                 ، ب =                 ، ج =                
                    إثبت أن :  ا ( ب + ج ) = ا ب + ا ج  
الحلــــــ


  :.ا( ب + ج ) =                                +                   =                                =            (1)

 :. ا ب + ب ج =                                 +                                    

                     =                 +                   =               (۲)  ( ا ( ب+ج) = ا ب + ا ج  
ملاحظات هامة جداً : 
1 –   ( ا ب ) مد = ب مد  ا مد      
۲ –   ا ۲ = ا × ا      ،       ا 4 = ا ۲ × ا ۲           [ حيث  ا  مصفوفة مربعة ]    

مثال 1  إذا كانت  :  ا =                ، ب =                   فأوجد قيمة :  ا ۲ –  3 ب  
الحلــــــــــــــ
       ا ۲   = ا × ا=                            =   

 (  ا ۲ –  3 ب =                 –  3              =                          


مثال ۲   إذا كانت      ا =                 فأوجد    ا 4
الحلــــــــــ
            :. ا ۲ = ا × ا  =                            =                
  
 ا 4 = ا ۲ × ا ۲ =                                    =                           
مصفوفة الوحدة ( I )  
        هي مصفوفة  مربعة عناصر القطر الرئيسي فيها = 1 ، و باقي العناصر أصفار 



 مثل  I  =                ،     I =                      
خواص عملية ضرب المصفوفات:
1 –  خاصية الدمج " التنسيق " : 

       إذا كانت : سس  ،  صص  ، ع  ثلاث مصفوفات  فإن : ( سس  صص  ) ع =  سس  ( صص   ع ) 
 ۲ –  خاصية المحايد الضربى : 

       لأى مصفوفة  سس   فإن :  سس  ×  I  = I   ×  سس  =  سس       
            حيث  I     مصفوفة الوحدة من نفس نظم  سس      
3–   خاصية توزيع ضرب المصفوفات على جمعها :
                  سس  (   صص   +   ع  )  = سس صص  +  سس  ع   
                ، (  سس   +  صص   )  ع  =  سس  ع   +  صص   ع 

 مثال  إذا كانت :       ا =                      فإثبت أن  :  ا ۲ –  5 ا + ۲I    =            

الحلــــــــــــ
  A  ا ۲=                                    =                         


(  ا ۲- 5 ا + ۲I  =                   –  5                  + ۲                  


                      =                    –                        +                   =                   =            

تمارين
1 –   أكمل ما يأتى :  

(1)      ( س + ص )مد  =  0000 + 0000 
(۲)     (   سس صص )مد =   0000  × 0000

(3)  إذا كانت  ج =                     فإن    ج۲ = 0000      ،    5 ج = 0000  

                
(4)                                      = 0000         

۲ –   إذا كانت ا =                  ،  ب =                   فأوجد  ا ب  ،،  ب  ا 


3 –  إذا كانت سس =                               ، صص =                
             أوجد :  ( سس صص )مد  ،   سس – ۲ صص  


4 –    إذا كانت  ا =                  ، ب =                 
          أوجد المصفوفة :   سس  بحيث    ۲سس +  سس مد = ا ب   
 
5 –    إذا كانت ا =                    إثبت أن  ا ۲ – 4 ا + 4 I   = (ا – ۲I  ) ۲      
 
6 –   إذا كانت  ا  =                   إثبت أن ا ۲ – ا – 5 I =             


7 –    إذا كانت س =                     فأوجد   س4    


8 –   إذا كانت ا  =                              ،  ب =                              أوجد  ا ۲ + ۲ ا ب + ب۲    
البرمجة الخطية

حل متباينات الدرجة الأولي في متغير واحد

خواص التباين :



مثـــال :
 أوجد فى حح مجموعة حل المتباينة الآتية ومثلها على خط الأعداد :  3 س – 4 <  5
الحلــــــــــــــــــــ 
           A  3 س – 4 <  5    بإضافة المعكوس الجمعى للعدد (– 4 ) وهو ( 4 ) للطرفين

           B   3 س – 4 + 4 < 5  + 4    

           B  3 س < 9           بالضرب فى المعكوس الضربى للعدد ( 3 ) وهو (     ) 

           B    س  < 3       B  مجموعة الحل = ] 3 ، ∞ [                                                
تمارين 

أوجد مجموعة حل المتباينات الأتية 

[1]  ۲س- 5 ( 3                            [۲]  3س+ 1 > 7              [3]  -4 ( س+ 1 ( 5  

[4] س+ ۲ ( ۲س+ 5 ( س + 11     [5]  7- ۲س ( 5 

[6] س+ ص (  4                           [7] ۲س+ ص ( 6             [8] 3س+ ص > 3   

[9] 4س+ 3ص < 1۲                     [10] ص ( ۲س+ 4           [11] ۲ص > س+ 8     


حل متباينة الدرجة الأولي في متغيرين
نعلم أن : 

           المعادلة : ا س + ب ص = حـ    هى معادلة خطية  " من الدرجة الأولى "

           يمثلها بيانياً خط مستقيم  ،  و مجموعة الحل لها عدد لا نهائى من الأزواج المرتبة التى تحققها
تدريب : 

           أوجد مجموعة المعادلة : س + ص = 3  بيانياً         

الحلـــــــــــ           

	س
	0
	3
	1

	ص
	3
	0
	۲


 يكفى نقطتى تقاطع المستقيم مع المحورين
  و ذلك بوضع " س = 0 ثم إيجاد قيمة ص "

       ،  بوضع " ص = 0 ثم إيجاد قيمة س "

 والثالثة للتأكيد   

    المستقيم  ل   هو التمثيل البيانى للمعادلة : س + ص = 3

ملاحظات : 

   * المستقيم  ل  يقسم المستوى إلى ثلاث مجموعات من النقط

     (1) مجموعة نقط المستقيم  ل  وهى مجموعة النقاط التى تحقق معادلته ويسمى المستقيم الحدى

     (۲) ف1 وهى مجموعة نقط المستوى والتى تقع على أحد جانبى المستقيم  ل  وهى نصف المستوى

     (3) ف۲ وهى مجموعة نقط المستوى والتى تقع على الجانب الآخر للمستقيم  ل  وهى النصف 

                 الآخر للمستوى

حل متباينات الدرجة الأولى فى متغيرين بيانياً 

     يتضح ذلك من المثال الآتى : 


حل المتباينة : ۲س + ص ≥ 4   

الحلــــــــــ

     نرسم المستقيم الحدي : ۲س+ ص = 4  بخط متصل

            " كما فى المثال السابق "
B         ل : ۲س+ ص = 6  يمر بالنقطتين ( 0 ، 4 )  ، ( 3 ، 0 )                           
     نختار أى نقطة  ولتكن (0،0)  ونعوض بها فى المتباينة  

      ينتج  : 0 + 0  > 6        B  ( 0 ، 0 ) لا يحقق المتباينة  

   ( مجموعة الحل هى المنطقة المظللة بالشكل المقابل 

        وهى نصف المستوى الذى ل تنتمى إليه النقطة ( 0 ، 0 ) 

ملاحظات : 

            ** إذا كانت النقطة المختار للتعويض فى المتباينة تحققها فإن مجموعة الحل هى 

                 نصف المستوى الذى تنتمى إليه هذه النقطة 
            ** إذا كانت علامة التباين [ < أ، > ] يكون المستقيم متقطع 

            ** إذا كانت علامة التباين [ (  أ، ( ] يكون الخط متصل 
                         
مثال :  ۲– حل المتباينة س > – ۲ 

الحلـــــــــــــــــــ 

المستقيم  الحدي ل : س = – ۲ يمثله خط مستقيم متقطع

يوازي محور الصادات و يمر بالنقطة (– ۲ ، 0 )    

A نقطة الأصل تحقق المتباينة  س ( – ۲  

  حيث 0 ( – ۲   ( الحل هو المنطقة المظللة بالشكل المقابل


تدريب :  حل المتباينة  ص ( ۲
الحلـــــــــــــــــــــ
     المستقيم الحدي  ل : 0000

     يمثله خط مستقيم 0000 

     و يمر يالنقطة 0000 

     النقطة ( 0،0) 0000 

      ( الحل هو المنطقة المظللة بالشكل المقابل

 تدريب :   حل المتباينة ۲س+ 3ص ( 6  

الحلـــــــــــــــــــــ
      المستقيم الحدي  ل : 0000 

      يمر بالنقط   0000    ، 0000  

     A   النقطة 0000 

     لأن 0000 

 ( الحل هو المنطقة المظللة  بالشكل المقابل

تمارين 
مثل بيانياً مجموعة حل كلاً من المتباينات الآتية حيث س ، ص g حح 

(1)  س  ≥  0                                           (۲)  ص < 0

(3)  س < 3                                             (4)  ص < 1

(5)  س > ص                                           (6)  ص < س – 1 

(7)  س + ۲ ص ≤ 5                                  (8)  3 س –  ص  ≥ 3

(9)  3 س + 5 ص > 15                            (10)  4 س – 3 ص <  ۲4
(11)   !؛2  س + ص   ≥  3                           (1۲)   @؛3  س +  !؛2  ص < 1

(13)  س – ص < 4 – س                           (14)  3 – ۲ س <  ۲ –  ص
الحل البياني لمتباينتين أو أكثر من الدرجة الأولي في متغيرين
 الحل البيانى للمتباينتين :  ا1 س + ب1 ص = حـ 1       ،    ا۲ س + ب۲ ص = حـ۲
     حيث :  ا1 ،  ب1 ،  حـ 1  ،    ا۲ ،    ب۲   ،   حـ۲   g حح
            هو مجموعة الأزواج المرتبة التى تحقق كلاً من المتباينتين معاً 

            أى إذا كان : ع1 = مجموعة حل المتباينة الأولى  ،  ع۲ = مجموعة حل المتباينة الثانية 

            فإن مجموعة الحل للمتباينتين معاً  = ع1 بلا  ع۲ 
 مثال : 

         حل المتباينتين   س +  ۲ ص  ( 4     ،     ص > – 1   

الحلـــــــــــــــــــــ
نرسم المستقيم الحدى  ل1 : س + ۲ ص = 4  بخط متصل

        و يمر بـ ( 0 ، 4 )  ،  ( ۲ ، 0 )  

        النقطة ( 0 ، 0 ) لا تحقق المتباينة

 B  مجموعة حل المتباينة ۲ س +  ص  ( 4  هى نصف 

    المستوى الذى لا تنتمى إليه النقطة ( 0 ، 0 )    
نرسم المستقيم الحدى  ل۲ : ص = – 1  بخط  متقطع 

  يوازي محور السينات و يمر بـ ( 0 ، – 1) 

        النقطة ( 0 ، 0 ) تحقق المتباينة   

B  مجموعة حل المتباينة  ص > – 1   هى نصف 

    المستوى الذى  تنتمى إليه النقطة ( 0 ، 0 )    
و تكون مجموعة حل المتباينتين هى المنطقة المحصورة بين المستقيمين ل1  ،  ل۲ كما بالشكل المقابل

مع ملاحظة أن نقط المستقيم ل۲  لا تنتمى لمجموعة الحل
مثال : 

         أوجد مجموعة حل المتباينات الأتية بيانياً  

              س ( 0    ،  ص ( 0  ،  ۲ س + ص ( 4  

الحلــــــــــــــــــــــــــــ
نرسم المستقيمات الحدية : 

 ل1  : س = 0  هو محور الصادات  خط متصل ، 

 ل۲  : ص = 0  هو محور السينات  خط متصل

 "  و المتباينتين س ( 0  ،  ص ( 0  

      يحددان دائماً معاً الربع الأول  " 

 ل3 :  ۲س + ص= 4   خط متصل

 النقطة (0،0) تحقق كل المتباينات 

( الحل هو المنطقة المظللة بالشكل التى تمثل المتباينات

     الثلاثة ومن الشكل هى المنطقة التى تحدد بالمثلث الذى رؤوسه النقط 

     ( 0 ، 0 ) ، ( ۲ ، 0 ) ، ( 0 ، 3 ) 

تدريب :

 أوجد مجموعة حل المتباينات الأتية بيانياً 

  س ( 0    ،  ص ( 0  ، س + ص ( 4  ،  ۲س + ص ( 6  

الحلـــــــــــــــــــــــ 

نرسم المستقيمات الحدية : 

 ل1  : 0000 

 ل۲  : 000

 ل3 :  0000
( الحل هو المنطقة المظللة بالشكل التى تمثل المتباينات

     الثلاثة ومن الشكل هى 0000

تمارين 

 أوجد مجموعة حل المتباينات الأتية بيانياً  

[1]  س ( -1                ،    ص < ۲                    

[۲]  س  ( 3                 ،    ص  ( 1        

[3]  س ( ۲                  ،    س + ص > 3               

[4]  س + ۲ص ( ۲         ،    ۲ س + ص  ( 4   

[5]  س ( 0  ،  ص ( 0  ،  4 س + ص ( 4   

[6]  س ( -۲ ،  ص ( -1 ،  ۲ س + 3 ص < 0 

[7]  س ( 0  ،  ص ( 0  ،   ص ( س + 3    ،   س + ۲ ص ( 4 

[8]  س > 1  ،  ص > 1  ،   س + ص (  4    ،   ۲ س +  ص ( 6 

[9]  س ( 0  ،  ص ( 0  ،   س + ۲ ص ( 1  ،   3 س + 5 ص ≥ 15

البرمجة الخطية
 * تعتمد البرمجة الخطية على حل المتباينات و هي وسيلة قوية لإعطاء أفضل قرار في حل مشكلة  

    أو هي الحل الأمثل لتحقيق هدف معين يمكن وضعه علي صورة دالة خطية [ ر =  ل  س + م  ص ] 
    تسمى دالة الهدف وذلك فى ضوء القيود و الإمكانيات المتاحة والتى توضع على صورة متبانات 

    خطية تحدد بما يسمى بنظام العمل وذلك لإيجاد قيمة من مجموعة قيم حل هذه المتباينات بحيث 

     تحقق أفضل قيمة لدالة الهدف 
    و لإيجاد الحل المطلوب ( أكبر قيمة أو أصغر قيمة ) نحدد منطقة الحلول المشتركة للمتباينات الموجودة  

    فنجد أنه يحددها رؤوس مضلع ..   

   و بالتعويض بهذه الرؤوس في دالة الهدف نحصل علي النقطة التي تحقق المطلوب ( دالة الهدف )   

       و المثال  التالى يوضح ما سبق : 

 مثال : عين مجموعة حل المتباينات الأتية معاً بيانياً 

 س ( 0    ،  ص ( 0   ، س + ص ( 4  ، 3 س + ص  ( 6 
 ثم أوجد من مجموعة الحل قيم ( س، ص) التي تجعل  ل  أكبر ما يمكن حيث  ل = 5 س + 3 ص   

الحلـــــــــــ 

كما سبق المتباينتين س ( 0  ،  ص ( 0    يحددان دائماً معاً الربع الأول   

 ل1 : س + ص = 4      يمر بـ ( 0 ، 4 )  ، ( 4 ، 0 )  

 ل۲ : 3 س +  ص = 6  يمر بـ ( 0 ، 6 )  ، ( ۲ ، 0)  

 مجموعة حل المتباينات تمثلها المنطقة المللة بالشكل

 المقابل وهى المضلع  ا و جـ ب  

حيث ا ( ۲ ، 0 )  ،  و ( 0 ، 0 )   ،  حـ  ( 0 ،  3 )   ،  ب ( 1 ،  3 )

   ،  دالة الهدف  ل = 5 س + 3 ص  

   بالتعويض بالنقط للحصول علي المطلوب 

( لا   =  5 × ۲ +  3 × 0 = 10
  ، ل ب =  5 × 1 + 3 × 3  =  17
  ، ل جـ  = 5 × 0 + 3 × 3  =  9 

  ، ل و  = 5 × 0 + 3 × 0  =  صفر 

    ( ل أكبر ما يمكن عند ب ( 1 ،  3 )
تدريب :
   أوجد بيانياً مجموعة حل المتباينات الأتية  

   س ( 0    ،  ص ( 0  ،   س + ۲ ص ( 4  ،   س + ص ( 3  

   ثم أوجد من مجموعة الحل قيم ( س، ص) التي تجعل ( ر )  أقل ما يمكن  حيث ر = 5 س + 4 ص
الحلـــــــــــ 
 ل1 : س = 0    ،     ل۲: ص = 0 
 ل3 : س + ۲ص = 4  يمر بـالنقط 0000 

 ل4 : س+ ص= 3 يمر بـالنقط 0000
(الحل هو المنطقة المحددة بأسفل 

بالنقط   0000 
A ر = 5 س + 4 ص  
 ( 
  ، 
  ، 
( أقل قيمة عند   

مثال : 

       قررت إحدي الشركات أن تقدم وجبة خفيفة لموظفيها تتكون من صنفين ، بحيث تتوفر في الوجبة 
      الواحدة لكل شخص 4 وحدات علي الأقل من فيتامين ا ، 9 وحدات من فيتامين ب   ،    فإذا كانت 
      الوحدة من الصنف الأول تعطي في المتوسط وحدة فيتامين ا ، 3 وحدات فيتامين ب ، و ان الوحدة 
      من الصنف الثاني تعطي في المتوسط وحدتين من فيتامين ا    ، 3 وحدات من فيتامين ب   ،  وكان 
      سعر الوحدة من الصنف الأول 75 قرش ، وسعر الوحدة من الصنف الثاني 50 قرش  ،  فكم عدد 
      الوحدات من الصنفين يعطي أرخص وجبة و تتضمن الحد الأدني من الفيتامينات   
الحلــــــــــــــــــــــــــــ

       بفرض أن :  عدد الوحدات من الصنف الأول  = س 

                   ، و عدد الوحدات من الصنف الثانى = ص  
	
	الصنف الأول

س
	الصنف الثانى

س
	الحد الأدنى

	فيتامين ا 
	1
	۲
	4

	فيتامين ب 
	3
	3
	9

	الثمن 
	75
	50
	


B     س ( 0    ،  ص ( 0   
 ،  س + ۲ ص ( 4  ، 3 س + 3 ص  ( 9  

 ، دالة الهدف : ر = 75 س + 50 ص

( ل1 : س + ۲ ص  = 4  يمر بـالنقط ( 0 ، ۲ )  ، ( 4 ، 0 ) 

 ،  ل۲ : 3 س + 3 ص = 9 يمر بـالنقط ( 0 ، 3 ) ، ( 3 ، 0)  

و الجزء المظلل بالشكل المقابل يمثل مجموعة حل المتباينات بيانياً 

و هو منطقة محدودة بخط منكسر به النقط ا، ب ، جـ  

حيث : ا( 4 ، 0) ، ب ( ۲ ، 1) ،  جـ (0 ، 3 )  
       B ر = 75 س + 50 ص 

( ر ا = 75 × 4 + 50 × 0 = 300 

  ، ر ب = 75 × ۲ + 50 + 1 = ۲00
  ، ر جـ = 75 × 0 + 50 × 3  = 150  

( أرخص وجبة عند جـ ( 0 ،  3 )  بحيث تتكون من  3 وحدات من الصنف الثاني فقط   

ملاحظة : 

          إذا كانت علامتى التباين " ≤  " فالمنطقة التى تحقق المتباينات هى التى بها نقطة الأصل 
          وتأخذ شكلاً رباعياً أو مثلثاً إحدى رؤوسه تحقق دالة الهدف ( الحد الأقصى )

         ، إذا كانت علامتى التباين " ≥ " فالمنطقة التى تحقق المتباينات هى التى ليست بها نقطة الأصل

         وتمثل قاعدة هذه المنطقة خط منكسر إحدى تقطه تحقق دالة الهدف ( الحدالأدنى ) 

تدريب : 

        مطحن لديه 80 كجم من الذرة ، 1۲0 كجم من القمح ، ينتج نوعين من الدقيق و يضعه في 
        أكياس ، بحيث يلزم للكيس من النوع الأول كيلو واحد من الذرة ، 3 كجم من القمح ـ  يلزم للكيس 
        من النوع الثاني ۲ كجم من الذرة ، ۲ كجم من القمح ـ أوجد عدد الأكياس من كل نوع التي يجب 
        أن ينتجها المطحن ليكون دخله أكبر ما يمكن ، 

       علماً بأن ثمن الكيس من النوع الأول 4 جنيه ، النوع الثاني ۲ جـنيه
الحلــــــــــــــــ

	
	النوع الأول

س
	النوع الثانى

ص
	الكمية المتاحة

	ذرة
	
	
	

	قمح
	
	
	

	الثمن 
	
	
	


      
A  س ( 0    ،  ص ( 0   ،  س + ۲ ص ( 80  ، 3 س+ ۲ ص ( 1۲0
 ، دالة الهدف : ر = 4 س + ۲ ص 
ل1: س+۲ص= 80 يمر بـ ( 0 ،40 ) ، ( 80 ، 0) 

 ل۲:  3س+۲ص= 1۲0 يمر بـ ( 0، 60 ) ، ( 40 ، 0)

 منطقة الحل هى    0000        حيث  

يكون الدخل أكبر ما يمكن عند
أي أن المطحن ليحقق أكبر ربح ممكن ينتج 

تمارين
1ـ عين مجموعة حل المتباينات الأتية معاً بيانياً  .. 

 س ( 0  ، ص ( 0  ، س + ص ( 100  ، ۲ س + ص ( 140  

 ـ ثم أوجد من مجموعة الحل قيم ( س، ص) التي تجعل ( ل ) أكبر ما يمكن 

                         حيث   :    ل = 6 س + 4 ص  

۲ـ عين مجموعة حل المتباينات الأتية معاً بيانياً . 

  س ( 0  ، ص ( 0  ، س+ ۲ ص ( 6  ، 3س + ۲ ص ( 1۲  

 ـ ـ ثم أوجد من مجموعة الحل قيم ( س، ص) التي تجعل ( ل ) أكبر ما يمكن

                       حيث  :   ل = 6 س + 4 ص    


3ـ عين مجموعة حل المتباينات الأتية معاً بيانياً . 

   س ( 0  ، ص ( 0  ، س+ ۲ ص ( 11  ، 3س + ۲ص ( 1۲ 

 ـ ثم أوجد من مجموعة الحل قيم ( س، ص) التي تجعل ( ر ) أقل ما يمكن 

                       حيث  :   ر = 30س + 5 ص       


4ـ ترزي لديه 80  متر من القطن ، 1۲0 متر من الصوف ـ ينتج نوعين من الثياب بحيث يلزم لعمل ثوب من النوع الأول متر من القطن ، 3متر من الصوف ، و للنوع الثاني يلزم متران من كل من القطن ، الصوف ـ و كان ثمن الثوب من النوع الأول 40 جنيه ، و ثمن الثوب من النوع الثاني ۲0جنيه  ـ 

ـ أوجد عدد الثياب من كل نوع التي يجب أن ينتجها الترزي ليكون دخله اكبر ما يمكن     


5ـ ينتج مصنع نوعين من النجفا، ب ـ وكل نجفة يقوم بتجميعها كهربائي ثم يقوم عامل بدهانها بالبرونز ـ و يأخذ الكهربائي ساعة لتجميع النموذج ا ، و ساعتين لتجميع النموذج ب ـ أما عامل الدهان فيأخذ 3ساعات لدهان النموذج ا ، ساعة لدهان النموذج ب ـ و يعمل الكهربائي و عامل الدهان 6 ساعات يومياً ـ فإذا كان المصنع يكسب ۲0 جنيه من بيع الوحدة من النموذج ا  ، 30 جنيه من بيع   الوحدة من النموذج ب  

ـ فكم عدد النجف الذي يمكن إنتاجه في اليوم ليعطيه أكبر ربح ممكن                        


6ـ سلعتان غذائيتان الأولي بها 4 وحدات فيتامين و تعطي 3 سعرات حرارية ـ و الثانية بها وحدتان فيتامين و تعطي 5 سعرات حرارية ـ فإذا كان المطلوب ۲4 وحدة فيتامين علي الأقل ، 36 سعر حراري علي الأقل .. و كان سعر الوحدة من السلعة الأولي 10 قروش ، سعر الوحدة من السلعة الثانية 

  15 قرش    ـ   فما الكمية الواجب شراؤها من كلا السلعتين لتحقيق المطلوب بأقل تكلفة  

7ـ مصنع لأنتاج الحلوي لديه 7۲ كجم من الدقيق ، 1۲0 كجم من السكر ، و ينتج نوعين من الحلوي 

 ـ تحتاج الوحدة من النوع الأول 4كجم دقيق ، 1۲ كجم سكر ، يحتاج إنتاج وحدة من النوع الثاني 

8كجم دقيق ، 8 كجم سكر ـ كما يبلغ ربح الوحدة من النوع الأول ۲5جنيه، ومن النوع الثاني45 جنيه 

   ـ فما هي الكمية الواجب إنتاجها من كلا  النوعين لتحقيق أقصي ربح 


8ـ يراد وضع نوعين من الكتب علي ا،  ب  علي رف مكتبه طوله 10۲ سم ،  

 و حمولته القصوي ۲5 كجم .  ـ فإذا كان وزن الكتاب من كلا النوعين هو 1 كجم ، و سمك الكتاب من النوع ا هو 8سم ،  و من النوع ب هو 6   سم

  ـ أوجد عدد الكتب من كل نوع التي توضع علي الرف بحيث يكون عددها أكبر ما يمكن     


9ـ ينتج مصنع نوعين من قطع الغيار ا ، ب ، فإذا كان إنتاج قطعة من النوع الأول يلزم تشغيل ماكينتين الأولي لمدة 3ساعات و الثانية لمدة 3ساعات ـ و لأنتاج قطعة من النوع ب يلزم تشغيل الماكينة الأولي لمدة 4ساعات و الثانية لمدة ساعتين ـ فإذا كانت الماكينة الأولي لا تعمل أكثر من 8ساعات يومياً ، و الثانية لاتعمل أكثر من 1۲ ساعة يومياً . و كان المصنع يكسب ۲4جنيه من كل قطعة من النوع ا، 
ساعة يومياً . و كان المصنع يكسب ۲4جنيه من كل قطعة من النوع ا، 

40 جنيه من كل قطعة من النوع ب  ـ فأوجد أكبر ربح يمكن أن يحصل عليه المصنع في اليوم الواحد 


10ـ مصنع صغير به 1۲ آلة و ۲0 عامل و كان المصنع ينتج نوعين من السلع فإذا كان إنتاج الوحدة من السلعة (ا) تحتاج إلي آلة واحدة ، و عاملين ـ و إنتاج وحدة من السلعة (ب) تحتاج 3 آلات و عاملين ـ وأن سعر الوحدة من السلعة أ هو 10 جنيه ، سعر الوحدة من السلعة ب هو ۲0 جنيه 

ـ المطلوب : تحديد الانتاج الأمثل لهذا المصنع لتحقيق أعلي إيراد ممكن . 


11ـ طائرة بها 4 مقاعد للركاب ، فإذا كان راكب الدرجة الأولي يسمح له بحمل 60 كجم و يدفع 5000جـنيه ، و راكب الدرجة الثانية يحمل ۲0كجم و يدفع ۲500جـنيه إذا كان أكبر وزن للأمتعة هو 1۲0 كجم ..  ـ فأوجد عدد الركاب من كل درجة الذي يحقق أكبر دخل من الأجور .  
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إذا كان  ع < صفر  فإن : س ع  >  ص  ع  خاصية الضرب فى عدد حقيقى سالب                                            فمثلا : إذا كان س < 5 فإن – 3 س > – 15 ( بضرب الطرفين فى – 3 )





إذا كان  ع > صفر  فإن :  س  ع <  ص  ع  خاصية الضرب فى عدد حقيقى موجب                                           فمثلا : إذا كان      س < 5    فإن  3 س < 15( بضرب الطرفين فى 3 )





س  + ع <  ص  +  ع        سواء كانت ع موجبة أو سالبة     " خاصية الإضافة "                                                                        فمثلا : إذا كان     س > 3   فإن  س + 4 > 7  ( بإضافة 4 للطرفين )





إذا كان س ، ص ، ع  أعداداً حقيقية وكان   س <  ص    فإن  :





نعلم أن :  
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الجمل الرياضية : س <  3   ؛    3 س – 1 ≥ 4 تسمى متباينة من الدرجة الأولى فى متغير واحد 
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1 × ۲ + 1 × ۲ + ۲ × 3      1 × 1 + 1 × 4 + ۲ ×1
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 الصف الأول الثانوى                              الجبر                                    الفصل الدراسى الأول

